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補助定理A.1[シャノンの補助定理]
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補助定理A.1

𝑝1, 𝑝2, ・・・, 𝑝𝑀および 𝑞1, 𝑞2, ・・・, 𝑞𝑀 を

𝑝1+ 𝑝2+ ・・・+ 𝑝𝑀 = 1,

𝑞1+ 𝑞2+ ・・・ + 𝑞𝑀 ≤ 1

を満たす任意の非負の数とする（ただし，𝑝𝑖 ≠ 0のときは 𝑞𝑖 ≠ 0 とする）．このとき，

−σ𝑖=1
𝑀 𝑝𝑖 log2 𝑞𝑖 ≥ −σ𝑖=1

𝑀 𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖 (A.3)

が成立する．等号は 𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 ( 𝑖 = 1, 2, ・・・, 𝑀)のとき，またそのときに限って成立する

．

つまり，確率分布𝑃 = 𝑝𝑖 𝑖=1
𝑀 とちょっと違う分布 𝑞𝑖 （ただし総和が1以下）を持ってきて，

log2 の内側の 𝑝𝑖 と置き換えると，元よりも少し大きくなる．

証明は教科書を参照



定理2.1の証明

𝑋のエントロピー𝐻(𝑋)は

𝐻 𝑋 ＝－σ𝑖=1
𝑀 𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖 .

0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1なので，明らかに 0 ≤ 𝐻 𝑆 であり，𝐻 𝑆 = 0が成立

するのは，𝑝1, 𝑝2, ・・・, 𝑝𝑘のうち

一つが 1で他が 0の場合である．

補助定理A.1（シャノンの補助定理）を𝑞𝑖 = 1/𝑀として適用すると，

𝐻 𝑋 ＝－σ𝑖=1
𝑀 𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖

≤－σ𝑖=1
𝑀 𝑝𝑖 log2

1

𝑀

＝ log2𝑀 .

等号が成立するのは 𝑝𝑖＝𝑞𝑖 = 1/𝑀のときのみである． □
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補助定理A.1より

σ𝑖=1
𝑀 𝑝𝑖 = 1だから

−log2 𝑝𝑖 ≥ 0だから



定理2.2の証明

[証明] 結合エントロピーの定義より0 ≤ 𝐻 𝑋, 𝑌 は明らかである．

よって，𝐻 𝑋, 𝑌 ≤ 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌)を証明する．

𝐻 𝑋 = −෍

𝑖=1

𝑀𝑋

𝑃 𝑥𝑖 log2 𝑃 𝑥𝑖 = −෍

𝑖=1

𝑀𝑋

෍

𝑗=1

𝑀𝑌

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 ,

𝐻 𝑌 = −෍

𝑗=1

𝑀𝑌

𝑃 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑦𝑗 = −෍

𝑗=1

𝑀𝑌

෍

𝑖=1

𝑀𝑋

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑦𝑗 .

したがって，

𝐻 𝑋 + 𝐻 𝑌 = −෍

𝑗=1

𝑀𝑌

෍

𝑖=1

𝑀𝑋

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 𝑃 𝑦𝑗
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定理2.2の証明(つづき）

A.1節の補助定理A.1（シャノンの補助定理）を適用すると，

−෍

𝑗=1

𝑀𝑌

෍

𝑖=1

𝑀𝑋

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 𝑃 𝑦𝑗

≥ −෍

𝑗=1

𝑀𝑌

෍

𝑖=1

𝑀𝑋

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗

が成り立つ．すなわち， 𝐻 𝑋 + 𝐻 𝑌 ≥ 𝐻 𝑋, 𝑌 となる．

等号が成り立つのは，シャノンの補助定理の統合条件より，すべ

ての𝑖, 𝑗に対して𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝑃 𝑥𝑖 𝑃(𝑦𝑗)が成立する場合である．

これは，𝑋 と 𝑌が独立であるときに他ならない． □
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定理2.3(2)の証明

[証明] 結合エントロピーと条件付き確率の定義から，

𝐻 𝑋, 𝑌 = −෍

𝑖=1

𝑀𝑋

෍

𝑗=1

𝑀𝑌

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗

= −෍

𝑖=1

𝑀𝑋

෍

𝑗=1

𝑀𝑌

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2
𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 𝑃 𝑥𝑖

𝑃 𝑥𝑖

= −෍

𝑖=1

𝑀𝑋

෍

𝑗=1

𝑀𝑌

𝑃 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 log2 𝑃 𝑥𝑖 + log2 𝑃 𝑦𝑗 𝑥𝑖

= 𝐻 𝑋 + 𝐻 𝑌 𝑋

が成立する．

𝐻 𝑋, 𝑌 = 𝐻 𝑌 + 𝐻 𝑋 𝑌 も同様にして証明できる． □
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ベイズの定理



自己情報量が対数関数である理由(1/3)

まず，コーシー（Cauchy）の関数方程式

𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)

を満たす連続関数が 𝑓 𝑥 = 𝑘𝑥 （𝑘は定数）であることを示す．

𝑥 = 𝑦 = 0を代入すると，𝑓 0 = 𝑓 0 + 𝑓 0 より，𝑓 0 = 0．

次に，𝑦 = −𝑥を代入すると，

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 −𝑥 ,

0 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 −𝑥 .

より，𝑓 −𝑥 = −𝑓(𝑥)が成り立つ（つまり，𝑓 𝑥 は奇関数）．

𝑛が自然数のとき，

𝑓 𝑛 = 𝑓 1 + 𝑛 − 1 = 𝑓 1 + 𝑓 𝑛 − 1

= 𝑓 1 + 𝑓 1 + 𝑓 𝑛 − 2 = ⋯ = 𝑛𝑓 1 .

𝑓 𝑥 が奇関数であることから，𝑓 −𝑛 = −𝑛𝑓(1)も成り立つ．すな

わち，任意の整数について𝑓 𝑛 = 𝑛𝑓(1)が成り立つ．
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自己情報量が対数関数である理由(2/3)

同様の考えにより，任意の実数 𝑥 と自然数𝑚に対して，

𝑓 𝑚𝑥 = 𝑚𝑓 𝑥 が成り立つ．𝑚が自然数，𝑛が整数のとき，

𝑓 𝑛 = 𝑓
𝑛

𝑚
×𝑚 = 𝑚𝑓

𝑛

𝑚
より，

𝑓
𝑛

𝑚
=
𝑓 𝑛

𝑚
=
𝑛

𝑚
𝑓 1 .

したがって，任意の有理数 𝑥に対して，次が成り立つ．

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 1 .

𝑓 1 は定数なので，これを 𝑘 と置くと，𝑓 𝑥 = 𝑘𝑥 と書ける．

有理数の稠密性から，連続関数に限定するとコーシーの関数方

程式を満たす解は 𝑓 𝑥 = 𝑘𝑥のみであることが言える．

8どんなに微小な区間をとっても，その間に有理数が存在する



自己情報量が対数関数である理由(3/3)

コーシーの関数方程式の解を応用して，自己情報量の三つの性質

を満たす関数 𝐼(𝑝)が対数関数で表されることを示す．

ある定数 𝑎 > 1に対して，𝑓 𝑥 = 𝐼(𝑎𝑥) とおく．このとき，

𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝐼 𝑎𝑥+𝑦 = 𝐼 𝑎𝑥 ⋅ 𝑎𝑦 = 𝐼 𝑎𝑥 + 𝐼 𝑎𝑦

= 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)

が成り立つ．コーシーの関数方程式の解から，

𝑓 𝑥 = 𝑘𝑥

と書ける（𝑘は定数）．ここで，𝑝 = 𝑎𝑥 とおくと，最初の式から，

𝐼 𝑝 = 𝑓 𝑥 = 𝑘𝑥 = 𝑘 log𝑎 𝑝．

𝐼 𝑝 は 0 < 𝑝 ≤ 1で単調減少関数なので， 𝑘 < 0でなければなら

ない．𝑘 = −1 ととれば，𝐼 𝑝 = − log𝑎 𝑝 となる．
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𝐼(𝑝)の加法性から

𝑥 = log𝑎 𝑝


